ZUPANIJISKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
24. ozujka 2022.

6. razred — rjesenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Veliki pravokutnik je podijeljen na cetiri sukladna pravokutnika, od kojih je jedan obojen. Zatim
je jedan od neobojenih pravokutnika podijeljen na pet sukladnih pravokutnika od kojih je opet
jedan obojen. | na kraju, jedan od tih neobojenih pravokutnika podijeljen je na tri sukladna
pravokutnika, od kojih je jedan obojen, kao §to je prikazano na slici.

IzraCunaj povrsinu neobojenog dijela pravokutnika na slici, ako je najmanji obojeni pravokutnik
kvadrat, a zbroj opsega sva tri obojena pravokutnika iznosi 19.6 cm.

RjeSenje.
Oznacimo duljinu stranice obojenog kvadrata s x.

Tada su duljine stranica drugog obojenog pravokutnika 3x i x, a duljine stranica najveéeg obojenog
pravokutnika su 3x i 5x kao $to je oznaceno na slici.

3z 3x
T T
3
5 Hr
T
€T 3z 1 BOD

Za obojene pravokutnike vrijedi:
01 = 4x

0, =2-(3x+x)=8x

03 =2-(3x + 5x) = 16x.

Zbroj opsega sva tri obojena pravokutnika iznosi:

0,4+ 0, + 03 =4x+203x + x) + 2(3x + 5x) = 28x. 1 BOD
Iz uvjeta zadatka vrijedi 28x = 19.6 1 BOD
paje x = 0.7 cm (= 7 mm). 1BOD
Duljine stranica po¢etnog pravokutnika su

12x=12-7mm =84 mm i 5x =57 mm = 35 mm. 1BOD
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Njegova je povrSina:

P, = 84 mm - 35 mm = 2940 mm?, 1BOD
Povrsine obojenih pravokutnika su:

P, = 7mm-7 mm = 49 mm?

P, =21 mm -7 mm = 147 mm?

P; =21 mm - 35 mm = 735 mm? 2 BODA
Povrsinu neobojenog dijela pravokutnika izracunat ¢emo kao razliku povrSine pocetnog pravokutnika i
zbroja povrsina obojenih pravokutnika:

P=P,-(P, +P,+Ps) 1BOD
P = 2940 - (49 + 147 + 735)

P = 2940 -931

P =2009 mm? (= 20.09 cm?). 1BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

2. Masa je imala tri ogrlice s razli¢itim brojem bisera. Od njih je napravila tri nove ogrlice od kojih

svaka ima 80 bisera. To je postigla tako da je s prve ogrlice skinula % bisera i premjestila ih na
drugu ogrlicu, a zatim je s tako dobivene druge ogrlice ponovno premijestila % bisera na tre¢u i s
tako dobivene tre¢e ogrlice ponovno premjestila% bisera na prvu.

Koliko je bisera bilo na svakoj od te tri ogrlice prije premjeStanja?

Prvo rjesenje.

Nakon posljednjeg premjeétanja% bisera, s trece na prvu ogrlicu, na trecoj je ogrlici ostalo 80 bisera.

Prije premjestanja na trecoj je ogrlici bilo Z- 80 = 140 bisera. 2 BODA
To znacéi da je na prvu ogrlicu premjesteno ; 140 = 60 bisera, 1 BOD
pa je na prvoj ogrlici bilo 80 — 60 = 20 bisera. 1 BOD
Sli¢no zaklju€ujemo i za ostala premjestanja.
1. ogrlica 2. ogrlica 3. ogrlica

Na kraju 80 80 80

Prije 3. premjestanja 20 80 140

Prije 2. premjestanja 20 140 80 3 BODA

Prije 1. premjestanja 35 125 80 3 BODA

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Drugo rjesenje.

Neka je a broj bisera na prvoj ogrlici prije premjeStanja, b broj bisera na drugoj ogrlici prije
premjestanja i C broj bisera na trecoj ogrlici prije premjestanja.

Nakon posljednjeg premjestanja % bisera, s trece na prvu ogrlicu, na tre¢oj je ogrlici ostalo 80 bisera.

Neka je d broj bisera na trecoj ogrlici prije premjeétanja% bisera na prvu ogrlicu.

Tada vrijedi gd =80 1 BOD
odnosno d= %- 80 = 140. 1BOD
Dakle, na prvu je ogrlicu premjesteno % 140 = 60 bisera. 1 BOD
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Na prvoj je ogrlici nakon premjestanja ; bisera na drugu ogrlicu bilo 80 — 60 = 20 bisera,

1BOD
pa vrijedi éa =20
odnosno a= % - 20 = 35 bisera. 1BOD
Dakle, s prve je ogrlice na drugu premjesteno ; -35 = 15 bisera. 1 BOD

Nakon premjestanja 15 bisera s prve na drugu ogrlicu i premje$tanja % bisera na tre¢u ogrlicu vrijedi

§(b+ 15) = 80

odnosno b+ 15 =140

pa je b = 125. 1 BOD

Na tre¢u je ogrlicu premjesteno ; 140 = 60 bisera. 1 BOD

Nakon premjestanja 60 bisera s druge na trecu ogrlicu i premjestanja % bisera na prvu ogrlicu vrijedi
~(c + 60) = 80 1BOD

odnosno c+60 =140

pa je ¢ = 80. 1BOD

Na prvoj je ogrlici prije premjestanja bilo 35, na drugoj 125, a na tre¢oj 80 bisera.
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Treée rjesenje.
Neka je X broj bisera na prvoj ogrlici prije premjeStanja, y broj bisera na drugoj ogrlici prije
premjestanja i z broj bisera na tre¢oj ogrlici prije premjestanja.

Nakon premjestanja %x bisera s prve na drugu ogrlicu, na prvoj je ostalo je gx bisera, 1 BOD

a na drugoj je ogrlici tada bilo y + %x bisera. 1 BOD

Kad je Masa s druge ogrlice premjestila %(y + ;x) bisera na trecu, na drugoj je ostalo 80 bisera pa je

4 3

2(y+2x) =80, 1 BOD

odnosno y +2x = 80 - = = 140. 1 BOD

Na trecoj je ogrlici nakon premjestanja s druge ogrlice bilo

z+2(y+2x) = z+3-140 = z + 60 bisera, 1BOD
7 7 7

a nakon premjestanja ; (z + 60) bisera na prvu ogrlicu ostalo ih je 80 pa slijedi

> (z + 60) = 80, 1BOD

odnosno z = 80. 1 BOD

Na prvoj ¢e ogrlici nakon premjestanja s trece ogrlice biti

%x + %(z + 60) = 80 bisera, 1 BOD

otkuda slijedi da je >x + 60 = 80,

odnosno x = 35. 1 BOD

Iz y +2x = 140 slijedi y + 15 = 140 odnosno y = 125. 1 BOD

Na prvoj je ogrlici prije premjestanja bilo 35, na drugoj 125, a na tre¢oj 80 bisera.
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA
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3. Na humanitarnoj akciji prodaju se ¢okoladne kuglice pakirane u kutije. Ana i Bela kupile su po 2
paketa, a Cico je kupio tri posljednja paketa. Ubrzo im se priklju¢io i Dado, razoCaran $to su sve
kuglice prodane. Ana, Bela i Cico su tada ravnopravno podijelili kuglice na cetiri dijela. Dado je
za svoj dio ostavio 245 kn. Kako ¢e Ana, Bela i Cico posteno podijeliti taj iznos?

Prvo rjesenje.
Ukupno je bilo 2 + 2 4+ 3 = 7 kutija pa zakljucujemo da bi svatko trebao platiti % kutija. 2 BODA
Kako je Dado za svoj dio ostavio 245 kn, zaklju¢ujemo da Cetvrtina kuglica u kutiji vrijedi

245kn : 7 = 35 kn. 1BOD
Ana je platila dvije kutije ¢okoladnih kuglica (8 ¢etvrtina) pa zaklju¢ujemo da je potrosila

8- 35 kn = 280 kn. 2 BODA
Isto vrijedi i za Belu. 1BOD
Ana i Bela ¢e od Dadinog novca dobiti svaka po 280 kn — 245 kn = 35 kn. 1BOD
Cico je kupio tri kutije ¢okoladnih kuglica (12 Cetvrtina) pa zaklju¢ujemo da je potrosio

12 - 35 kn = 420 kn. 2 BODA
Cico ¢e od Dadinog novca dobiti 420 — 245 = 175 kuna. 1 BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Drugo rjesenje.
Ukupno je bilo 2 + 2 + 3 = 7 kutija.
Kako se ¢okoladne kuglice iz 7 kutija dijele na ¢etvero djece, zakljucujemo da svatko treba

platiti = Kutija. 1 BOD
Ana je kupila 2 kutije ¢okoladnih kuglica (8 cetvrtina), a treba zapravo platiti Z.

Znati, Dado placa njezinih . 2 BODA
Isto vrijedi i za Belu. 1 BOD
Cico je kupio 3 kutije cokoladnih kuglica (12 Cetvrtina), a treba zapravo platiti %.

Znaci, Dado placa njegovih %. 2 BODA
245 kuna trebaju podijeliti na 7 jednakih dijelova

245kn : 7 = 35kn 1BOD
od kojih ¢e Ana i Bela dobiti po jedan dio, tj. svaka po 35 kn, 2 BODA
a Cico 5 dijelova tj. 5 - 35 kn = 175 kn. 1 BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

4. Neka su a, b i c prirodni brojevi takvi da je a <b i vrijedi D(a,b) =4, D(a,b,c) =2
te V(a, b, c) = 400. Odredi sve trojke (a, b, ¢) prirodnih brojeva za koje vrijede zadani uvjeti.

Prvo rjesenje.
Kako vrijedi V(a, b, c) = 400 rastavimo broj 400 na proste faktore:
400=2-2-2-2-5-5=2%-52, 1 BOD

Iz uvjeta D(a, b) = 4, zakljuCujemo da su brojevi a i b viSekratnici broja 4.
Iz rastava broja 400 na proste faktore zakljuéujemo da sua,b € {4,16,20,80,100,400}. 2 BODA

Iz rastava broja 400 na proste faktore i uvjeta D(a, b,c) = 2 zakljuCujemo da je broj c viSekratnik
broja 2, ali ne i broja 4, pa vrijedi ¢ € {2,10,50}. 2 BODA

4
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Ako je c =2, vrijedia, b € {4,400} i a,b € {16,100}. 1 BOD
Ako je ¢ =10, vrijedia, b € {4,400} i a,b € {16,100}. 1 BOD
Ako je ¢ =50, vrijedi, a, b € {4,16}, a, b € {4,80}, a,b € {4,400}, a,b € {16,20}, a,b € {16,100}.

2 BODA

Trazene uredene trojke brojeva su:
(4, 400, 2), (16, 100, 2), (4, 400, 10), (16, 100, 10),
(4, 16, 50), (4, 80, 50), (4, 400, 50), (16, 20, 50), (16, 100, 50). 1BOD

Ili, trazene trojke brojeva ucenik moze prikazati tablicom.

c |2 2 10 10 50 |50 |50 50 |50
4 16 4 16 4 4 4 16 | 16
b [400 |100 |400 |100 |16 |80 |400 |20 | 100

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ukoliko ucenik nema rastav na proste faktore, ali ima sva rjeSenja uz odgovarajuca
obrazlozenja, treba dobiti maksimalnih 10 bodova.

Drugo rjesenje.

Uoc¢imo daje V(a,b,c) =400 =2-2-2-2-5-5, 1 BOD
Iz uvjeta zadatka slijedi da je

a=4-kib=4-1 pricemujeD(k,)=1ik < I, 1 BOD
¢ =2-m, am jeneparan, zbog D(a,b,c) =2. 1 BOD
Toc¢no jedan od brojeva k i [ mora biti djeljiv s 4 i to¢no jedan djeljiv s 5 ili 25. 1BOD
Takoder to zna¢i da moze bitim = 1, m = 5 ili m = 25. 1 BOD

To daje sljede¢ih 9 moguénosti za:
(k, 1, m) X {(1,100, 1), (1, 100,5), (1,100, 25), (4, 25, 1), (4, 25, 5), (4, 25, 25), (1, 20, 25),

(4,5,25),(1,4,25)} 4 BODA
pa slijedi:
(a,b,c) X {(4,400,2), (4,400,10), (4,400,50), (16,100, 2), (16,100, 10), (16, 100, 50),
(4,16,50), (4,80, 50), (16,20,50)} 1 BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Trece rjeSenje.

Kako vrijedi V(a, b, c) = 400, rastavimo broj 400 na proste faktore:
400=2:2-2-2-5-5=2%.52, 1BOD
Uoc¢imo da su brojevi 2 i 5 jedini prosti faktori u rastavu broja 400 pa tako a, b, c nemaju drugih
prostih faktora.

Kako se faktor 2 javlja 4 puta, jedan od brojeva mora sadrzavati sva ta &etiri faktora (2* = 16), a zbog
uvjeta D(a, b) = 4 zaklju¢ujemo da drugi broj mora sadrzavati 2% = 4.

Brojeve a i b tada mozemo zapisatia =16 -kib=4-lilia=4-kib =161 1BOD
Zbog uvjeta D(a, b, c) = 2, treéi broj ¢ smije sadrzavati samo jedan faktor 2 pa ga moZemo zapisati
c=2-m. 1 BOD
Pri tome trazeni brojevi mogu sadrZavati najviSe dva faktora 5, paze¢i da a i b nemaju istovremeno
faktor 5 zbog D(a, b) = 4. 1 BOD
Zbog D(a, b, c) = 2, broj ¢ ne smije istovremeno imati zajednicki faktor 5 s brojevimaaib. 1BOD
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Ako promatramo broj faktora 5, moguci su sljedeci slucajevi:

(k, I, m) a=16-k, b=4-1, a=4-k,b=16"1,
c=2-m c=2'm

(1,1, 25) tj. a i b ne sadrze faktor 5, broj | 16:4,560 4,16, 50

¢ sadrzi dva faktora 5

(1, 5, 25) tj. a ne sadrzi faktor 5, b sadrzi | 16, 20, 50 4, 80, 50

jedan faktor 5, ¢ sadrzi dva faktora 5

(5, 1, 25) tj. a sadrzi jedan faktor 5, b ne | 804,50 20,1650

sadrzi faktor 5, ¢ sadrzi dva faktora 5

(1, 25, 25) tj. a ne sadrzi faktor 5, bic 16, 100, 50 4, 400, 50

sadrze dva faktora 5

(25, 1, 25) tj. a sadrzi dva faktora 5, b ne | 400,450 100,-16,50

sadrzi faktor 5, ¢ sadrzi dva faktora 5

(25, 1, 5) tj. a sadrzi dva faktora 5, b ne | 400,410 100,-16,-10

sadrzi faktor 5, ¢ sadrzi jedan faktor 5

(1, 25, 5) tj. a ne sadrzi faktor 5, b sadrzi | 16, 100, 10 4, 400, 10

dva faktora 5, ¢ sadrzi jedan faktor 5

(25, 1, 1) tj. a sadrzi dva faktora 5, bic | 400,42 100,-16,2

ne sadrze faktor 5

(1, 25, 1) tj. ai ¢ ne sadrze faktor 5, b 16,100, 2 4,400, 2

sadrzi dva faktora 5

4 BODA
Ukupno postoji 18 moguénosti od kojih samo 9 zadovoljava uvjet a < b:
(4,16,50), (16, 20,50), (4,80,50), (16,100, 50), (4,400, 50), (16,100, 10), (4,400, 10),
(16,100,2) i (4,400,2). 1BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Za dobivena 4 rjeSenja ucenik treba dobiti 2 BODA, za dobivenih 6 rjesenja 3 BODA, a
za 8 rjeSenja 4 BODA. Ukoliko ucenik ima samo rastav broja 400 na proste faktore i svih 9 rjesenja, a
bez odgovarajuceg obrazloZenja, moze dobiti najvise 6 BODOVA.

5. Na koliko nacina Iva, Ana i Tea mogu podijeliti 6 razlicitih nagrada tako da svaka od njih dobije
barem jednu nagradu?

Prvo rjesenje.

Iz uvjeta zadatka je vidljivo da sve nagrade moraju biti podijeljene, ali sve djevoj¢ice ne moraju dobiti
isti broj nagrada.

Razlikujemo tri slucaja 1-1-4, 2-2-2, 1-2-3, 1 BOD
pri ¢emu brojevi oznacavaju koliko nagrada dobiva neka osoba.

U svakom slucaju trebamo odrediti na koliko nac¢ina mozemo odabrati koja djevojcica ¢e dobiti koji
broj nagrada, te koje to¢no nagrade dobiva.

1° Slucaj 1-1-4

Na tri na¢ina mozemo odrediti koja djevojcica dobiva Cetiri nagrade. 1BOD
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Recimo da Iva i Ana dobivaju po jednu, a Tea Cetiri nagrade. Ivinu nagradu mozemo odabrati na 6
nacina, Aninu na 5 nacina, a za Teu Ce tada preostati 4 nagrade koje onda mozemo odabrati samo na

jedan na¢in. Dobivamo 65 -1 = 30 naéina. 1 BOD
Analogno zakljucujemo u preostala dva slucaja, pa je ukupan broj nacina u ovom slucaju
30-3 = 90. 1BOD

2° Slucaj 2-2-2

Ivine dvije nagrade od ukupno 6 nagrada mozemo odabrati na (6 - 5) : 2 = 15 nacina,

Anine dvije od preostale 4 nagrade mozemo odabrati na (4 - 3) : 2 = 6 nacina,

ina kraju, za Teu preostaju dvije nagrade koje onda biramo na jedan nacin.

Dakle, broj na¢ina podjele nagrada u ovom sluc¢ajuje 15-6 -1 = 90. 1 BOD
Sve djevojcice dobivaju po dvije nagrade, pa ne moramo birati koja dobiva koliko nagrada. =~ 1 BOD

3° Slucaj 1-2-3

Imamo Sest nacina da odaberemo koja djevojcica ¢e dobiti jednu, dvije ili tri nagrade. 1BOD
Recimo da Iva dobije jednu, Ana dvije, a Tea tri nagrade.

Ivinu jednu nagradu moZzemo odabrati na 6 nacina, tada ¢e za Anu preostati 5 nagrada pa njene dvije
od tih pet nagrada mozemo odabrati na (5-4) : 2 = 10 nacina, a za Teu ¢e ostati tri nagrade koje
mozemo odabrati na jedan nacin. Dakle, broj nacina podjele nagrada u kojima ¢e Iva dobiti jednu, Ana

dvije, a Tea tri nagrade je 6 - 10 -1 = 60. 1 BOD
Ukupan broj nacina podjele nagrada u ovom slu¢aju je 60 - 6 = 360. 1 BOD
Konacno, 6 razli¢itih nagrada mozemo podijeliti Ivi, Ani i Tei na 90 + 90 + 360 = 540 1BOD

nacina, a da pri tom svaka djevoj¢ica dobije barem jednu nagradu.
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ako je uCenik ukupan broj podjela nagrada dobio kao zbroj 90 + 270 + 180 = 540, moze
dobiti najvise 7 BODOVA.

Drugo rjesenje.
Odredimo broj svih rasporeda, u kojima neke djevojéice neée dobiti nagrade, i od njega oduzmimo

broj rasporeda u kojima bas neka od njih ne¢e dobiti nagradu. 1 BOD
Svaku od 6 nagrada mozemo dati bilo kojoj od tri djevojcice. Po teoremu o uzastopnom prebrojavanju,
nagrade moZzemo raspodijelitina3-3-3-3-3-3 =3° 1 BOD
= 27 - 27 = 729 nacina. 1 BOD
Medutim, tu smo prebrojali i one nacine u kojima jedna ili dvije djevojCice ne¢e dobiti niti jednu
nagradu. 1BOD
Ako Iva ne dobije niti jednu nagradu, onda svih 6 nagrada dijelimo samo Ani i Tei. To mozemo
napravitina2-2-2-2-2-2 = 2%=8-8 = 64 nacina. 2 BODA
Analogno, ako Ana ili Tea neée dobiti niti jednu nagradu, taj broj treba pomnoziti s 3, tj.
64 -3 =192. 1 BOD
No, tada smo dvaput prebrojali slu¢ajeve u kojima po dvije djevojcice nece dobiti niti jednu nagradu.
To se dogada na 3 moguca nacina (sve nagrade Ivi, sve nagrade Ani ili sve nagrade Tei). 1 BOD
Dakle, broj nacina podjele nagrada u kojima jedna ili dvije djevojcice nece dobiti niti jednu nagradu je
192 — 3 =189. 1BOD

Kona¢no, 6 razli¢itih nagrada mozemo podijeliti Ivi, Ani i Tei na 729 — 189 = 540 nacina, a da pri
tom svaka djevojéica dobije barem jednu nagradu. 1 BOD
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA
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